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摘 要:得到了正定矩阵对称积，实部的估计，谱半径估计以及行列式估计的一些结果。提出了判断矩阵正定

性的算法，并给出了算例。
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A如 Several results which are about , estimation for real part , 

and determinant of Dositive definite matrices are obtained. The al~orithm for唱

ness of matrÎces and the numerical are shown. 
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正定矩阵的研究一直是矩阵分析领域非常热门

的课题。在投入产出的经济数学模型以及多种统计

线性模型等理论中?都得到了很好的应用?正定矩

阵的研究起源于对二次型和 Hermite 型的研
究[1 … 2J 。它的常规定义是

1970 年和 1985 年， Johnson 和李炯生

[ 1 J 和 [2J 中分别提出了正定矩阵较为广义的定

义，其定义如下

，都有

阵?记

设 A E 豆豆川?若对任意的。并 Xε

>0 ，则称 A 为第一类广义正定矩

1 设AE ，若 A = AT ， 对任意的。

y!:. X εRn9 都有 >0 ，则称A 为对称正定矩

阵 9 记

P(n ,l) = lA ε RllXll I A - , 

VO 并Xε> 01 
2 设A 巴，若A = A ， 对任意的。

乒 X E Cll ， 都有 X 习 AX > 0 罗则称A 为 H酶en日ml

定矩阵?记

.'. 
'ι、

n 二 lA E I A =A"' , 

VO y!:. X E C 

日期: 2008 - 09 - 26 

n = lA ε Rn)(n I 

γO y!:. XE >01 
这种较为广义的正定矩阵的理论在数学规划的

最优化算法中，在严格凸向量函数的检验中以及各

种统计线性模型的基本理论中都得到了应用。 1984

年，佟文廷[3 J 把正定矩阵的定义作了如下推广

4 设 A E R nxn ， 若对任意的。并 X 巴

豆豆n? 存在正对角矩阵 D > 0 ，使得> 0 , 

则称 A 为第二类广义的正定矩阵，记
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P( 叽 lV) = 1 A E R n xn I V 0 乒 XεRFt?

丑 D > 0 

文 [3勾]给出了这种广义正定矩阵类的各种等

价描述'由此得出了一系列结果，并且指出了它们

与稳定矩阵等的联系以及在稳定矩阵研究中的应

用，这对矩阵论的理论与应用都是大有益处的。

1988 年，夏长富[4J 把实矩阵的正定性作了进一步

的推广，其定义为

5 设AεEEI ×n ，若对任意的 O~X ε 直是"

'存在对称正定矩阵 5 ，使得 XT5AX > 0 ，则称 A

为第二类广义的正定矩阵 9 记

P(n , V) = 1A ε Rnxn I VO 并 Xε 反n'

:3 5 巴 P ( n ,1) ,xT 5AX > 0 I 
文 [1 -l1 J 讨论了以上几类正定矩阵的性质

以及它们之间的关系?得到了很多有益的结果。本

文在上述文献的基础之上?首先对正定矩阵的性质

做进一步的研究罗得到了正定矩阵对称积?实部的

估计 9 谱半径的估计以及行列式估计的一些新结

?同时给出了判断 Hermite 矩阵为正定矩阵的充

要条件。然后给出了判断矩阵正定性的算法?并给

出了算例验证算法的有效性。

的性质

我们知道?两个对称矩阵 A 和 B 的复合 AB 或

BA 一般不是对称的?但是他们的对称积 5 = AB + 

BA 必定是对称的，本节首先推广了[ 11 J 中定理

3.7.2 ，然后得到了正定矩阵实部的估计 9 谱半径

的估计以及行列式估计的一些新结果，最后给出

判断 Hermite 矩阵为正定矩阵的充要条件?为此需

要以下引理。

引理 1 [11] 日ermite 矩阵是半正定的 9 当且仅

当它的所有特征值都是非负的?它是正定的 9 当且

仅当它的所有特征值都是正的。

引理 2[2] A E 这n×\则 Aε P( n ，III) 的充

分必要条件是 A 的对称分量

5;1 =乌主巳 P(nJ) 0 

言 I I.里 3[11] c"xn 中所有正定矩阵构成的集合

的边界点是半正定矩阵?但不是正定矩阵。

言 I I.里 4[12] 设 AεCn×\则 A 的全部特征值

λ (A) 都属于困盘

λ( A) C {z ε …一于|卡运

J尸n - 1 ( 11 h 11 2 I trA I甘仙时叫Y盯叫叫A刮4川|
~~ 11 A 11; …一厂)

、
、
，
，
，
/

，
、

'
』、
，

/'t\ 

1 设 A E 是自共扼矩阵?若

( A E P( n , ， ②对称积 5 = AP Bq + Bq AP 

ε P(nJ1) ， 其中 p ， q E N 二 11 ， 2 ， ...，叫罗贝UB

E P(n ，11) 。

证明令 BlJ (υt) 工 Bq

Aρ ， Bq (υt) 的对对.称积

5 ( t) = AP Bq ( t) + Bq ( t ) AP 二 APBq + BqAP 十

2tA 2p显然?当 t ;:: 0 时， 5( t) 巴 P(n ， II) 。因为

X'i' Bq(t)X = X BqX + APX ， 并且 A 巴 P( n ,/1) 

9 所以由 Rayleigl卜Ritz 定理，我们有 X APX 二三

λ n " X " 2 ，其中 λ n > 0 是 AP 的最小特征值，同
时由 Schwarz 不等式我们有 I Bqxl :::s 

11 X 11 11 BIJ X 11 :::s 11 Bq 11 11 X 11 2 。所以
X Bq (t)X 主 ( tλ n - Bq) " X " 2 ，这表明 t > 

|1 Bq 11 
λ 时 BIJ (t) ε P(n ， II) 。由于 Bq (t) 连续依

赖于 t ， 假设 Bq 二 B
q

(0) 是非正定的?则必存在

|1 B
lJ 

11 
某个 to 满足。 < to :::s \ ，使得 BIJ (to ) 处在

λ 

正定矩阵全体构成的集合的边界上?由引理 1 和引

3 知 ， BCJ (to ) 是半正定的但不是正定的?其特征

值是非负的而且至少有一个为零。

(对应零特征值的特征向量) Y ， 使得 Bq ( to) 

O 。因此有

5 (to ) AP BIJ ( to ) -1- BIJ ( to ) AP Y 0 

这与 5( to) ε P(n ， II) 相矛盾?所以 B 巴 P(n ，

。

1 设 A ， B εEEEXn ，若①Aε n

②对称积 5 5;1 5B 十 5B5A 巴叽1)，其中 5;[ = 
A -1- AT 

一一，~ , 5R = 艺工立?则 Bε 刮风…
2 且

明 因为 Aε n ， 所以由引理 2 ，我

们知道 5;[ E P( n 1) ，所以?由定理 1 ，有 5B E 

n ， 故 B E n 川且/ 0 

2 设 A E ，旦 B = 
①Aε n ， ②对称积 5 = AB -1- BA 巳

n ， 则 Bε n ，/)。

假设 B ff-. n ， 所以 B 肯定有小于

或等于零的特征值。若有特征值为 λ=0 ，设 λ 工

。所对应的非零实特征向量为 X ， 则有 BX = 0 , 

所以

-1-二。

这与 S 二 AB + BA E P(n 相矛盾。若有特
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征值为 λ<0 ，设 λ<0 所对应的非零实特征向

为 X ， 则有 BX = λ(λ< 0) ，所以­

XTABX + XTBAX < 。 这与 S = AB + BA ε P(n ， 

llI) 相矛盾。总上，我们知道假设不成立，所以 B

E P(n ，J) 。

3 设 AE P(n ,JII) ， 则

2 ,.,., / rf \ trA f trA \ 2 p(A) ~ . /R2 个 2λ 1 (S;I) 一一( Llfl) 
n 飞 n ! 

A 十 AT

其中 λ 1 (Sρ 为 A 的对称分量 S;I =2一的最

大特征值 ， R =)平( 11 A 11 ~一吁吁。
证明设A 的任意特征值λ=α 十 β1 ，其中 α ，

βεE豆，则由引理 4 有

|α+βi 一手 I E; R 

trA / trA \ 2 故 α2 +β2 2α 一十( Llf:i) ~ ，由文 [2J
n 飞 n I 

定理 2 ，有 α 三三 λ1 ( )，所以

α2 十 β2 ~ + 2λ1 ( )且一 e1Â )2
n 飞几/

) 王军

定理得证。

例 1 设

( 2 1 2 '\ 

A = I 一 141

飞 1 2 3 ) 

其对称分量为

( 2 0 1. 5 '\ 

S;\ I 0 4 - O. 5 

\1. 5 - O. 5 3 ) 

易知 S;I E P(nJ) ， 所以 A E P(n ，JII) 。因为

S;\ 的最大特征值为 λ1 (SA) 工 4.459 3 。所以?由

定理 3 ，有 p(A)45.20479 直接由引理 4 ，仅有

p(A) ~ 6.055 1 。可见定理 3 对此例的估计是有其

优越性的。同时?还可以知道定理 3 得到的估计比

文 [11 J 中得到的估计要精确?但是这并不是说

对于任意的 A 巳 n ， 定理 3 得到的估计都

比其它的估计好。

… f A B \ 
4 设 H I --m 1ε n 且 C 工

飞 B
1 C I 

。对于任何 Pε ，若 AP 工，则恒有

detH ~ detA 0 det( C + + 

并且等号成立的条件是 AP 十 B = 0 。

证明 根据分块矩阵的乘法，有

q=(E 。 )(A B)/E P 
p T E J \BT C 飞 o E 

(A APdL 
pTA 十 BT p T AP + BT P + p T B + C J 

两边取行列式?有

detH = detQ = 

I A AP + B 
detl 

飞 pTA + BT pTAP + BT P + p T B + C 

因为 H E P(n ,III) ， 由文 [8J 命题2 知 Qε

P( n ，III) 。又因为 AP = A T P , C = CT ，所以

(AP + B) T = pTA + BT 

且

(pTAP + BTp + pTB + C)T = pTAP 十 BTp + 

pTB 十 C

?由文 [10J 定理 1 ，可得

detH ~ detA 0 det( C + +十

由文 [8 J 命'题 4 ，我们知道 A 巳 l\n ，

所以 A 可逆。于是可得

detH = de tA 0 +十 +C 一

+ )一 1 (中) ) 

所以等号成立的条件是+ 0 。

2 设

6 4 一~ 0 0 0 

4 5 。 000

H = I … 

1 0 5 3 0 0 

o 3 4 1 2 

。 o 1 3 

。 。 o 2 3 

将 H按照上面形式进行分块?则

一 4
)(000 5 。 , B=lo 0 0 

。 5 300 

(4 1 2 '\ 

C = I 1 3 1 

\2 1 3 ) 

不难验证H满足定理4 的条件?同时我们可以

找到矩阵

(0 0 0 '\ 

= I 0 0 0 

\ - O. 6 O. 000 1 O. 000 1 ) 

满足 AP 工，因此有 detH ~ 1 485 ，由文

[10J 定理 1 ，有 detH ~ 4 725 ，计算 H 的行列式

为 detH 工 1 413 。可见?定理4 的估计是有其优越
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性的?当然，这取决于矩阵 P 的选择。对于不同

的 P ， 可以得到不同的估计，这样大大提高了估

计的灵活性。

5 设Aε P(n ， V) ， 则

λ n (SA + ATS) λ1 (SA + ATS) 
三三 Reλ (A) ~ 

2λ1 (S) 飞 2λ n (S) 

其中 λ Tl (SA + ATS) ， λ n (S) 分别为 SA + ATS 和

S 的最小特征值， λj (SA + ATS) ， λ1 (S) 分别为"十

ATS 和 S 的最大特征值。

证明因为 A E P仰 ， V) ， 则由文 [4J 定理

1 知，存在 S E P(n ,J) ， 使 SA + AT S E P( n ，l) 。

设 λ (A) 为 A 任意特征值 ， 0 =1:- Z = X + Yi ε cn 为

λ (A) 的特征向量 ， X ， Y ε 配，旦 X ， Y 不同时为

零，由 AZ = λ (A)Z ， 两边左乘 Z S ， 得

Z SAZ = λ (A)Z SZ 

再两边取共辄转置?有

二 λ (A) 习 SZ

上两式相加罗可得

(SA +ATS) = 2Reλ (A) SZ 

从而

(SA + + (SA 十

2Reλ (A) ( + 

所以由定理和Reλ) > 0 , 

λ n (SA 十 ATS) ( + 

2Reλ (A) λ j(S)(X1X+ 
忖H
H
Y

臼
以

λ ， (SA + 
~ Reλ (A) (1) 

2λ1 (S) 

同时?有

λ1 (SA 十 ATS) ( + yTy) 二三

2Reλ (A) λ n (S) ( + 
nHHY 

口
H
H户

λ1 (SA + ATS) 
i 二三 Reλ (A) (2) 
2λ Tl (S) 

由( 1 )和 (2) ，可得

λ n (SA + ATS) λ1 (SA + 
n 三三 Reλ (A) ~ ~ 
2λ1 (S) 飞 2λ n (S) 

定理得证。

1 若 Aε n ， V) ， 结合定理 3 的证明方

法和定理工可以得到谱半径的估计?我们将其留

给读者。

例 3 设
、\
I
l
l
-
-
I
l
l
-
I
J
/

nunu--140 
1
1

叮
J
A
U

/J'llIII-IIIll--··\ 

…­A

几

易知 A t/:. P(n ,III) ， 但我们可以找到

(5 0 0 '\ 

S 工 I 0 4 1 I E P( n ,l) 

\.0 1 2 ) 

使得 SA + ATS ε P(nJ) ， 所以 AEP仙 ， V) 。

计算可得

(10 17 3 '\ 

SA + ATS 117 32 5 IE P(n ,J) 

飞 3 5 4 ) 

经过计算有 λ l(SA +ATS) = 42.1384 ， λ n (SA 

+ A T S) = O. 726 7 ， λ1 ( S) = 5. 000 0 ， λ n (S) 

1. 585 8 。所以，由定理 5 ，有

0.072 7 ~ Reλ (A) ~ 13.286 2 

直接计算 A 的特征值为

λ1 = 0.208 7 ， λ2 = 4.791 3 ， λ3 = 1.000 0 

可见定理 5 的估计是有效的。

对于任意的复矩阵A ， 可以将其分解为A 二

十 E Cn)( /I E R /l xn 0 定义实矩阵

( - ) 巳- A" A, 

为复矩阵A

C川1 →，则对于任意的 A ， εC川，

j( = j(A)j(的 ， j(A 十 = j(A) -卡 j( ) 

显然f是一对一?且保持运算?所以f是 c'

到眨支扩2川/1的环同构?所以这种分解是唯一的。

6 设 A 巳 C川，员。 A E n 的充分

必要条件为 AR E n 。

阴结果是显然的。

2 正定矩阵的判别法

本节将给出一些比较容易的方法来判断一个矩

阵是否是正定矩阵。由定理 6 和文 [2 J 定理 1 , 

我们知道?要判断一个矩阵 A E P(n 或是 A 巳

P( n ,JII) ， 只需判断其实表示矩阵 AR 或是对称分
量 SA 是对称正定矩阵，故下面我们只给出判断一

个矩阵是否是对称正定矩阵的简单判别法。

7 设 AεEEIX\ 若 A = 且 tr主>

O 
FI P 

ε
 

AA 
m
m
川

2、
斗
，/
\
l
|
l
e
e
-
/

AM-n3 儿
川
一

-
2
4

2
F
1
1
0
/
?

臼

l

设

A]mwlJ U

川

M
/
l
i
l
-
-
B
l
\

，

i
J
1飞

A

吁
…
一

t
a
-
-
J
H
节

一
-
n

街
V
A
A

n-/
/
匀



20 中山大学学报(自然科学版) 第 48 卷

容易知道

宇= 7.666 7 > Jγ( 11 A 11 :一吁~)
二 5.696 0 

由定理 7 有 A E P( 叽 I) 。

由引理 4 和定理 7 ，不难看出，为了判断一个

对称矩阵是否是正定矩阵，实际上就是判断包含矩

阵所有特征值的困盘的半径与圆心到原点的距离之

间的大小。我们知道，在 Gerschgorin 困盘定理中，

可以找到可逆矩阵 P ， 它能够为得到特征值的一

个更令人满意的估计提供很大的灵活性。同理，对

于任意给定的矩阵 A ， 可以找到可逆矩阵 P 来对

矩阵 A 进行相似变换?使得 11 P-
1
AP 11 ~， ~ 

11 A 11 :而不改变矩阵的特征值。我们会想是否可
以利用这种方法来找到可逆矩阵 P 使得

11 A 11 2 1 trA 1 气
"~~ ~ 11 A 11 ;…一厂)

转化为

问… 1 { 11 n -1 A n 11 2 1 trA 1 气
7>J丁~( 11 11 ;"一

?就可以扩大定理 7 的适用范围。但遗憾

的是?有下面的引理。

l 理 5 设Aε

存在可逆矩阵 P 使得 11

A 为正规矩阵?则不

11 : < 11 A 11 :。
令 A 的特征值为 λl'λ2'"'' ，由

Sch盯不等式以及 A 为正规矩阵?有

|λi 1 2 二 ||A||;

对于任意的可逆矩阵 P 和 A 有相同的

特征值但不一定是正规矩阵 9 所以

|λi 1

2 ~ 
11 11 ; 

于是?对于任意的可逆矩阵 P ， 都有

11 
P -1 AP 

11 : 
~ 

11 
A 

11 : 

引理得证。

由引理工我们知道不可能通过相似变换来扩

大定理 7 的适用范围。很显然?引理 4 ( * )式中
圆盘的圆心是(旦。) ，当 A 给定之后?它和原点

飞 n / 

之间的距离就是一个定值。要扩大定理 7 的适用范

f trA ~ \ 围，很自然的是要减小以( Lll1 
, 0 )为圆心，包含矩

飞几 / 

阵所有特征值的困盘的半径?最好是将其半径减小

到最小。对于给定的矩阵，由几何学知道?当圆心

确定为(宁，0)之后 9 最小半径就是:离困心最远

的那个特征值和圆心之间的距离。

如下求解最小半径的优化模型

t:xj 叭maxlλ …一一|
n 1 

s. t.f( λ) 二。

?可以得到

(※) 

其中

f( λ) = 1λE … AI 二 λ" 十 C 1λn 一 l 十…十 C，， _1 λ 十

C" 

且

C" = ( - 1 )" de tA (i 1 ,"', i ,,), k = 1 ,2 , 
l 乏主 LJ <... 

… ,n 

对于对称矩阵，从优化模型(※)可以导出

如下两个优化模型

r f . trA \ 
I maxl À 一-一一 l

( < 
飞口 n J 

ls. t. f( λ) 工。
ff)(111 

?优化模型(※)的最优解等于优化模

型(和(的最优解的绝对值的最大值。记优

化模型(※) ，优化模型(和(的最优解分

别为 R川i l1 , S 1 和 S2 ，则

1 s 1 1 , 1 S2 1 ) 

优化模型(和(是带等式约束的最优化

问题?在 MATLAB 的优化工具箱中有一个求解上

述非线性规划的问题的函数 fmincon ，用此函数求

解上述问题非常简单方便 9 但要求输入极小值点的
初始近似值?鉴于此?可以首先利用引理轧得到

矩阵特征值的一个比较精确的范围?然后再进行求

解?于是有

8 设A 巳 EZI×\若A = AT 且咀 > R
ll1in , 
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的困盘的最小半径 Rrnin = 4. 053 9 ，故由定理 8 有

Aε P(nJ) 。

I trA ~ \ 
前面我们找到了以(一一，0 )为圆心?包含矩阵

飞 n I 

所有特征值的困盘的最小半径，扩大了定理 7 的适

用范围，得到了定理 8 。但是，以(!!:主，0 )为圆心?
飞 n I 

Rmin 为半径的困盘是否是包含矩阵所有特征值的最
小困盘?通常不是的，我们可以举出很多例子。那

么?现在就需要找到包含矩阵所有特征值的最小圆

盘。由引理 4 ，可以得到矩阵特征值所在的大概区

域，对于对称矩阵来说，就是实轴上的…个区间

[α ， b J ，矶 b E R ，那么包含矩阵所有特征值的最小

圆盘的圆心的横坐标必定就在区间 [α ， bJ 之中?

于是，可以先取定一个点，不失一般性，假设选取

必 =a ， 由优化模型(※) ，求得以(元=矶的这个

点为圆心?包含矩阵所有特征值的最小困盘的半

径?记为 。然后选取一个迭代步长 8 ，遍历整

个区间 [α罗的?得到以不同点为困 JL;' ，钮含矩阵

所有特征值的最小困盘的半径序列，再从序列

找出最小值 9 这样?就找到了包含矩阵所有特

征值的最小圆盘 9 记其困 JL' 为元。罗。) ，半径为

min ')圆心与原点的距离为 1001= 1 元。 1 ，于是 9

找到包含实对称矩阵全部特征值的最小困盘的算法

如下面伪代码所述:

输入实对称矩阵 A 和迭代步长 2

( 1 )找到 A 的特征值的一个所属区域 [α ， b J ; 
(2) 选取初始迭代点，不失一般性，假设为邓

二 α

(3) for ( x = α;见二泥牛 8;克运 b ) 

求得以(元，0) 这个点为困心?包含A 所有特征

值的最小困盘的半径， ì己为

end 

(4)找到尺的最小值 R' 和圆心。(xo ,0) 

?有下面的定理 9 0
9 设 A 巳 EEE×\若A

贝UAε 叽I)。

例 6 设

且元。> min ') 
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人
交
一
…

L←
町
M
M
-
n

二 5.077 2 

所以不满足定理 7 的条件，我们计算可得以

(宇= 4.6667 材为圆心?包含矩阵所有特征值

的圆盘的最小半径 Rrnìn = 4.775 7 ，故不满足定理

8 的条件。但由算法 1 的步骤?首先由引理 4 ，我

们得到矩阵 A 的特征值所在的区间为[ - 0.410 5 , 

9.743 9 J ，选取初始迭代点为邓之… 0.410 5 以及

迭代步长 8 = 0.001 遍历整个区间[ - 0.410 5 , 

9.743 9 J ，找到包含矩阵 A 的所有特征值的最小

圆盘的圆心为 O( 元。= 5. 1145 罗的，半径为 R'r盯rn川1
4.328 2 ，故由定理 9 有 A E P(n ，J) 。

例 7 设

(2 1 + i 2 + 2i \ 

A = I 1 一 i 4 3 一 i I 
\.2 - 2i 3 + i 5 ) 

显然 A 是自共辄矩阵，其实表示矩阵

2 。 2 

4 3 。

5 2 。

…2 2 2 

4 

235 

知道

3: 666 7 R

一

才
几
-
nn 

8.628 

所以不满足定理 7 的条件?我们计算可得以

= 3.666 7.01 为圆心?包含矩阵所有特征值
几/

的圆盘的最小半径= 5.364 8 ，故不满足定理

8 的条件。但由上面算法 1 的步骤 9 首先由引理 4 ，
我们得到矩阵 A 的特征值所在的区间为[… 4.961

4 ,12.294 8J ，于是选取初始迭代点为见 4.961

4 以及迭代步长 8 = 0.001 遍历整个区间[ - 4. 961 

4 ,12.294 8 J ，找到包含矩阵 A 的所有特征值的最

小圈盘的圆心为 O(句= 4.5756 ,0) ，半径为 R'

= 4.4559 ，故由定理9 有 E n ， 所以 Aε

几?且五/ 0 

例 8 [8] 设
( 1 \ 

A = I … 120 

\. 1 0 4 ) 

显然 A 不是对称矩阵?其对称分量
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- 1 0 

= 1 - 1 

" 0 
容易知道

2 

0 

> 吁
3

吁
3

4
1时

叮
可
}

匀
，
由

一
一

叭
7

f 11 ~ 11 2 1 trS A 1

2 
\ 

l一t 11 S;l 11 ~…一了一) = 2. 108 2 

由定理7 有 S;l E P( n ,I) ， 所以 Aε P( n ， III) 。

3 应用

稳定性是控制系统最重要的问题?也是对系统

最起码的要求。 1877 年 Routh ， 1895 年 Hurwitz 分

别研究了系统的稳定性与特征方程系数的关系，并

分别给出了线性系统稳定性的代数判据，至今仍有

广泛应用。

若系统特征方程为
αnSFt 十 αn lSFE 一 l 十…个 α I S +αo = 0 

则系统的 HurwÌtz 矩阵由特征方程的系数按

下述规则构成:主对角线上元素为特征方程自 α11-1
α。的系数?每:行以主对角线上的系数为准?

向左 9 系数的注脚号码依次下降;若向有?系数的

注脚号码则依次上升 9 注脚号码若大于 n

时，此系数为零o
H盯witz 判据为:系统稳定的充分必要条件是

吼， >0 的情况下?对角线上所有顺序主子式均大于

系统的 Hu川itz 矩阵的阶数 n 较大时?应用

HurwÍtz 判据比较麻烦，故它常应用于 n 较小的场

合。在这里我们改进了 HurwÍtz 判据?避免了计算

HurwÍtz 矩阵所有的顺序主子式?使其对于较大的

n 也是很方便的。

10 设线性系统的特征方程

αnSFI + α川一 I S " … l 十 ••• 十 α1 S 十 α。 二 。

的日盯wÍtz 矩阵为 HE 豆豆川，若 α" > 0 且 HE

n ,III) ， 则线性系统在平衡位置几= 0 是渐进

稳定的。

因为 H E P(n 

H 的任何主子阵都属于贝 n ，
顺序主子式均大于零?定理得证。

?所以 detH > 0 

H 的所有

例 9 设线性系统的特征方程式为 S3 + 7 S2 十

14s 十 8 0 ，则
(7 1 0 '\ 

H = 18 14 7 

人o 0 8 ) 

显然 α3 1 > 0 ，同时有

(7 4.5 0 '\ 

Sf[ 14.5 143.5 

"0 3.5 8 ) 

由定理7 知 Sf[ 巴 P(n ，J) ， 所以 H E P(n ,III) , 
所以自定理 10 知道线性系统在平衡位置叽 =0 是渐

进稳定的。

文 [12J 得到了矩阵的所有特征值可以被包

含在一个圆盘之中?借助于带等式约束的优化模

型，我们求得了包含实对称矩阵所有特征值的最小

困盘并给出了判断矩阵是否为正定矩阵的算法。值

得注意的是，对于任意的复矩阵，是否也可以找到

包含其所有特征值的最小圆盘也是个有趣的和值得

进一步研究的主题，鉴于此文的重点在于正定矩

阵，我们将在另外一篇短文中解决这个问题。
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